Gewdhnliche Differentialgleichung: NWI
-Sophiane Yahiatene-

Aufgabe 9.1

1. Betrachte das Anfangswertproblem:

Mit Hilfe von "Trennung der Variablen’ erhélt man

Yy €T
Inly|—1=Inly| —In(e) = / %dv = / cos(T)dr = sin(z) — sin(g) =sin(z) — 1
€

s

<y =exp(sin(z)) VereR

2. Betrachte das Anfangswertproblem:

' (2) = 322 + 2y(x)
y(0) = i

Mit Hilfe von 'Variation der Konstanten’ und zweimaliger ’partieller Integration’ erhélt man

y(x) = eXP(Qw)(/Ow eXp(72v)302du + i)

= exp(22) ([ - 5 ep(-20)0? + v+ )| +7)
= exp(2z)( - gexp(—%)(x2 +z+ é) +1)
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_ _§($2 ++ 5) +exp(2z) VzeR

Aufgabe 9.2

1. Betrachte das Anfangswertproblem:

Y (z) = exp(—y(x))
y(wo) = Yo

Mit Hilfe von "Trennung der Variablen’ erhélt man

exp(y) — exp(yo) = /  exp(v)dv = / ldr = 2 — 2

Yo To

= y(x) =In(x — xg + exp(yo)) Vz € (zo — exp(yo), 00)

"(z) = L = L = exp(—In(xz — zg + ex = exp(—y(x
y(z) =~ — 2o +exp(yo)  exp(In(z — zo + exp(y0))) p(—1In(z — zo + exp(yo))) = exp(—y(z))




2. Betrachte das Anfangswertproblem:

1
() —
A ETE
y(wo) = o
Mit Hilfe der Transformation u(z) := x + y(z) lisst sich die Anfangswertproblem in folgendes
umwandeln:
1
/ — 1

u(xo) = To + Yo =: U

Man erhélt nun durch 'Trennung der Variablen’ mit ug + 1 > 0

/ﬁdv:/ Y dvz/ 1-— dv:/ ldr
wo 15 U0v+1 o v+l zo

=u—In(Ju+1|) =2 — zo + up — In(ug + 1)

und durch Resubstitution erhilt man
—In(jly + =+ 1[) = —In(zo + yo + 1)) + vo-
Probe:

1 1 1 1
O=(y—ln(y+z+1) =¢y - ——(/ +1) = — +1
(y —In(y )=y y+x+1(y ) Tty y+x+1(x+y )

Aufgabe 9.3 Seien U, V., W C R"™ offen. Gegeben seien die Diffeomorphismen ¢ : U — V und ¢ : V —
W, sowie das glatte Vektorfeld X : U — R™.

Behauptung: (X?)¥ = X¥°%
Beweis. Fiir u € U gilt:

XV (u wa(w <z> “Hw) - X (o) (u)

WW( “Lu)) - X (¢~ o (w))

= Jy (v 1(u)) Jo(¢ o M (w) - X (¢~ o™ (u)
= Ty (7 w) - X (e ()

= (x%)"(w)



Aufgabe 9.4 Seien U = { @)

T,y > O}, die Abbildung ¢ : U — U, (Zj) — <;Cy) ein Diffeomorphis-

mus und X : U — R"™; (Z) — (;;2) ein glattes Vektorfeld.

o () - (1))~ )

1. Berechnung von X¢:

2. Zur Bestimmung der Integralkurven
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(mo) betrachte folgen-
Yo

de Anfangswertprobleme:

"(t) = x(t); x(to) = 20

y'(t) = y(t) + y(t)% y(to) = yo

Beide lassen sich mit Hilfe von "Trennung der Variablen’ 16sen. Es gilt also fiir -5 > 0:

2(t) = exp(t — to) - 7o

exp(t — to)y0+1 t>to + 1]ﬂ(yo +1
1 —exp(t —to) ;247" Yo

y(t) =

)

Bemerkung: Zur Berechnung der zweiten Losung muss man folgendes Integral 16sen:

Yol Yo — 1 Y1 1
[l [ty 1L,
v VU v V(v+1) ot vt1

(o]

3. Zur Bestimmung der Integralkurven von X mit Anfangswert (to, <”§8) ), muss man lediglich
o
ot (a:(t)) berechnen.

y(t)
B x(t)) B x(t) B exp(t—to)
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